Multicolinealidad
(Guia de clase)

1. Significado y naturaleza de la multicolinealidad

®  Elsupuesto de ausencia de multicolinealidad es el segundo relativo a la parte
sistematica del modelo de regresion. Aunque suele ser definido generalmente
como un “problema de datos” (Véase Gujarati 2004: 349; Chaterjee et al 2000:
226), aqui se extendera la idea para incluir situaciones en las que claramente
el problema surge ademads por: a) la naturaleza tedrica del problema; b) como
resultado de “la propiedad de intercambiabilidad de los indices”; c¢) incorrecta
especificacion del modelo de regresion.

®  En un sentido amplio, el supuesto de la regresién lineal

establece que ninguno de los regresores incorporados al modelo 0
puede ser el resultado de la combinacién lineal de los restantes <ZE
regresores. T
O
. . L

- Obsérvese con detalle que el supuesto refiere a la ausencia

de una combinacion lineal de los regresores independientes

Yy no meramente a una relacién entre dOS regresores

(colinealidad).

L4 La referencia a una “combinacién lineal de varios regresores” lleva

directamente a las medidas de correlacion mdltiple (“R”) y de coeficiente de
determinacién (“R*).

- La diferencia conceptual entre “multicolinealidad” y “colinalidad” es central
para comprender a cabalidad este supuesto.

- Es decir, el supuesto no se puede representar adecuadamente con la técnica
de las correlaciones bivariadas o de Pearson.

14 Esto repercutird a la hora de elegir técnicas para identificar violaciones al
supuesto, asi como también al momento de resolverlos.
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D Lamulticolinealidad puede afectar a dos regresores (en el caso mas simple de
todos), a un subconjunto de los regresores incluidos, o incluso a todos los
regresores del modelo.

X Si bien el supuesto aplica a todos los andlisis, la severidad con que puede
afectar las estimaciones e inferencias que se realicen dependera del tamano de
la base de datos y del tipo de problemas analizados.

- Es mds preocupante el problema cuando se tienen pequeiias bases, por
ejemplo con menos de 30 observaciones que cuando se tienen grandes bases
de mas de mil observaciones. El punto crucial aqui son los grados de libertad
disponibles para realizar las pruebas de hipétesis en los coeficientes. Este
aspecto se relaciona con el supuesto referido al rango de la matriz y a la
nocion de “micronumerosidad” introducida por Goldberger .

e En las series temporales, el problema de multicolinealidad puede aparecer
conjuntamente con un problema de auto-correlacion de los errores.

2. Consecuencias de la multicolinealidad

®  En términos sintéticos, en presencia de algin grado severo de
multicolinealidad en un el modelo de regresion, los estimadores MCO de los
parametros seguiran siendo consistentes y no sesgados pero ya no seran los
de menor varianza (v.g. seran ineficientes).

- Se desprende de la anterior afirmacién que serd necesario examinar la
varianza o el error estandar de los coeficientes de regresion.

o Para desarrollar esta idea, examinaré primero un caso extremo de
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multicolinelidad perfectay paraluego tratar el caso mas general y frecuente.

- Debe recordarse en todo momento que las consecuencias de la
multicolinealidad estan directamente relacionadas con la magnitud con que
se presenta. De aqui la continua apelacién al calificativo de “severidad”.

& Sea el siguiente modelo de regresion lineal multiple que se ha ajustado con
cuatro regresores:

Y=b,+b, X, +b, X, +b, X,+b, X, +e

N Supdngase formalmente que el regresor 4 incluido en el modelo puede

expresarse como una combinacion lineal perfecta de otros tres regresores
también incluidos:

X,=a,+a, X;+a, X,+a, X,
Ry, =10

= Dado que sefialé que es una combinacion lineal perfecta, el coeficiente de
determinacion para esta regresion auxiliar es igual a 1.

= Una combinacion de este tipo ocurre cuando por ejemplo, una variable
nominal con tres categorias ha sido convertida en tres variables dicotémicas
y las tres se han incluido en el modelo de regresion.

N Supongamos que el paquete estadistico ha estimado el modelo de regresién
(una cuestién que dificilmente ocurre y que puede practicamente verificarse).
Recordando la formula del error estandar del coeficiente de regresion, en el
caso del regresor 4 sera:
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€ee, = a
b4 SX42*(1_RX42)

A2
o}

ee
" Sy, K1)

g Al re-emplazar en el denominador de la féormula el valor que tiene el
coeficiente de determinacion para la ecuacién auxiliar ajustada para X, se
llega una divisién entre 0, de cociente indeterminado.

- En consecuencia, no es posible hallar el error estandar para este coeficiente.
Se cae la estimacién.

- Pero, tampoco es posible computar los valores del estadistico t para realizar
la prueba de hipétesis porque como se recordard se requiere del error
estandar del coeficiente como denominador.

" ee,

_b,-0

t

™ Fuera de este caso extremo de multicolinealidad perfecta en que el
denominador se vuelve cero, la estimacion de los errores estandares de los
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coeficientes estard afectado en diversos grados de severidad.

=5 Claramente, dicha severidad vendra determinada por el coeficiente de
determinacion para la regresion auxiliar del “p-ésimo regresor”.

- Este coeficiente puede ser interpretado como la proporcién de varianza en
X, que no estd correlacionado con los restantes del modelo. Al ser restado
de 1 tal como exige la formula, puede interpretarse ese resultado como una
proporcién de varianza libre.

- Al reducirse progresivamente esta varianza libre que es el multiplicador de
la varianza de X, tenderd:

=3 i) hacer que el denominador del error estindar sea cada vez mas grande;

=) ii) a su vez el cociente serd grande, dando lugar a una magnitud de la
varianza del coeficiente que sera cada vez mayor conforme sea mas grave
la multicolinealidad presente en el modelo;

= iii) la raiz, esto es el error estandar sera también mayor;

=) iv) dando lugar (por férmula) a un valor reducido de t.

= v) aumentando las posibilidades de que no pueda rechazarse la hipétesis
nula.

3. Deteccion de la multicolinealidad

®  Para detectar una violacién a este supuesto se disponen de distintos
instrumentos, desde aquellos mas intuitivos o informales hasta un conjunto de
pruebas formales o estadisticos.

- Se recomienda fuertemente que las decisiones finales respecto de este
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problema se tomen Gnicamente con el uso de pruebas formales.

®  Desde la etapa de revision de la bibliografia se pueden anticipar problemas de
colinealidad entre las variables por la naturaleza del problema que se esta
trabajando.

- En la sociologia econdmica, las variables que representan atributos del ciclo
econémico como ser: inflacién, tasa de crecimiento del producto bruto
interno, tasa de desempleo, incidencia de la pobreza. El efecto del ciclo
economico se verd reflejado en cada una de estas variables.

- Algunas variables pueden ser tratadas como “variables resumen” de un
conjunto de otras propiedades por efecto de la historia. Si se realiza un
andlisis a nivel de municipios en México y se utilizan como independientes
el porcentaje de poblacion indigena, el porcentaje de personas que no
completaron primaria, el grado de marginacion socioeconémica, la tasa de
abandono escolar en primaria y la tasa de mortalidad infantil, se encontrara
que estas variables estd correlacionadas por razones historicas de
marginacién y exclusion de la poblacion indigena.

®  Enla etapa preliminar del andlisis, donde se construyen graficos y se calculan
estadisticos descriptivos para las variables:

- Los gréficos entre variables independientes permitiran ver la dispersion de
los puntos y proporcionar asi un primer indicio de que dos variables estan
correlacionadas.

- Conviene presentar y analizar una matriz de correlaciones entre los
predictores. Esta matriz permitird detectar el caso mas simple de violacién
del supuesto: correlaciones bivariadas fuertes. Sin embargo, este examen
con correlaciones no es suficiente, porque no permitird detectar
combinaciones lineales entre varios regresores.

N Elajuste del modelo de regresién puede proporcionar informacién valiosa para
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detectar multicolinealidad en tres casos tipicos, comenzando del mds extremo
de todos.

ad La prueba de significacion F para todos los coeficientes informa que “existe
modelo”, pero ninguna de las pruebas t aplicadas a los coeficientes resulta
estadisticamente significativa. Tal falta de consistencia es un indicio de que
existe multicolinealidad severa entre los predictores.

- El modelo es significativo, algunos o varios coeficientes son significativos
pero el signo de uno de los coeficientes resulta contrario al hipotetizado, en
una forma inesperada y paraddjica.

=3 Por ejemplo, los estudios sobre ingreso informan consistentemente que la
relacion entre edad e ingresos es parabélica, con un signo positivo para el
término de primer grado y negativo para el término de segundo grado. Sin
embargo, se ha hecho en el ajuste hecho los signos estan invertidos.

o El modelo es inestable.

=3 La incorporacion o eliminacion de una variable genera fuertes y grandes
cambios en la magnitud de los coeficientes.

=3 La incorporacién de nuevas observaciones al andlisis, o la eliminacién de
algunas observaciones, genera fuertes cambios en las magnitudes de los
coeficientes.

®  La primera medida estadistica formal para detectar la multicolinealidad
disponible en el spss ® es el “Tolerance” o Tolerancia, representada por “T".

g Supone que se ajusta una ecuacién auxiliar para cada regresor del modelo
deregresion ajustadoy se calcula el coeficiente de determinacién respectivo.

> La TOLERANCIA, “T” , mide la proporcion de lo que se denominé mads arriba
como “varianza libre” para cada uno de los regresores del modelo.

14 Habra por tanto, tantas tolerancias como regresores se han incluido en un
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modelo de regresion. Por tanto, cada regresor tendra distinta tolerancia y
habra que prestar atencion a aquella medida mas baja.

L1 Formalmente: 2
Tp =1-R "

- De la férmula anterior se desprende que la tolerancia tiene un valor maximo
de 1 cuando el regresor en cuestion no tiene ningln grado de
multicolinealidad con los restantes, hasta un valor minimo de 0 cuando el
regresor p es una combinacion lineal perfecta de los otros regresores.

- Es deseable que tolerancia sea lo mayor posible, idealmente igual a uno, y
en general que sea superior a 0,40.

> En el paquete spss ® se solicita esta medida: “analyze/regression/linear/” y
en la opcion de “statistics” “colliearity diagnostics”. Aparecerd como una
columna adicional en la tabla de los coeficientes de regresion, luego de la
significacion.

®  La segunda medida para identificar multicolinealidad es el estadistico de
“variance inflation factor” o VIF.

e La idea del VIF es sencilla de entender. A medida en que es mayor la
multicolinealidad presente en uno de los regresores del modelo, la varianza
de su coeficiente comienza a crecer porque el denominador de la formula se
hace mas chico. Es decir, la multicolinealidad “infla” la varianza del

coeficiente.

g Formalmente: 1

ot Se observa Vi Fp:l—RX 2 claramente que el VIF se define como
el inverso de la P tolerancia.

- El VIF tomara valores entre un minimo de 1 cuando no hay ningtin grado de

multicolineadlidad y no tendra limite superior por definicion en el caso de
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multicolinealidad perfecta.

®  Una critica que se ha dirigido a las dos medidas de multicolinealidad
anteriores, la tolerancia y el VIF es que pueden no resultar concluyentes. El
argumento se fundamenta en que el error estandar de un coeficiente también
depende también de la varianza del p- avo regresor analizado y no solamente
en el grado en que éste puede expresarse como una combinacion lineal de los
otros regresores.

= Se recuerda que el denominador del error estandar es:
2 * 2
=3 Este argumento recuerda en forma importante que “no hay recetas” para
diagnosticar cuando un grado determinado de multicolinealidad puede ser
severo.

®  De esta critica surge una tercera medida estadistica para detectar
multicolinealidad, originada en la aplicacion del analisis factorial como técnica
auxiliar al modelo de regresion (Véase una aplicacion en Cortés 1987). En
forma sencilla se explica a continuacién alguna de las nociones elementales.

> La idea central detrds de un andlisis factorial es que si un conjunto de
variables estan correlacionadas entre si es que se debe a que estan midiendo
al menos un concepto o factor subyacente. En este sentido, el andlisis
factorial resume informacién mediante la construccion de indices.

= El concepto de modernizacion no observable directamente puede sin
embargo suponerse que se representa a través de distintos indicadores,
tales como urbanizacién, industrializacion, escolarizacién, participacién de
la mujer en la fuerza de trabajo, nivel de participaciéon electoral,
crecimiento econémico, etc. Puede suponerse que algunas, sino todas,
estas variables pueden presentar fuertes correlaciones en un analisis
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transversal de paises o de regiones en un pais.

=3 Se enfatiza la idea de que al menos un concepto pudiera subyacer, porque
el andlisis factorial estd disefiado para “extraer” todos los factores-resumen
que pueden existir en la matriz de correlaciones entre un conjunto de
variables.

El objetivo de aplicar esta técnica a los regresores es identificar cudl es la
estructura factorial subyacente en el modelo original y detectar la existencia
de “factores” que puedan expresarse como una fuerte combinacion de dos
o mas regresores. Este tipo de estrategia puede ser ttil luego como medida
de correccion, en la medida que pueden subsituirse los regresores por el o
los indices factoriales construidos.

En el andlisis factorial, cada factor subyacente que se identifica tiene
asociada una varianza propia o Eigen-Value. Dado que las variables se
ingresan al analisis en forma estandarizada, cuando la varianza de un factor
es mayor a 1 es un indicio de que dos o mds variables se combinan para
generar un factor.

De los “valores propios” o Eigen values se proponen como medida el indice
de condicion o “condition index”. Se define como la raiz cuadrada de la
razon entre la Eigen value maximo obtenido en el andlisis y el minimo valor
de Eigen value obtenido. Formalmente (Gujarati 2004: 348):

Eigenval,,,,
Eigenval,,

En el paquete spss ® proporciona como parte de los diagnosticos de
multicolinealidad un “andlisis factorial ad-hoc” para los regresores incluidos
en el modelo, cuyos resultados difieren del realizado “por fuera” de la
regresion, pero que cumplen con la misma finalidad.

IC=

Las reglas propuestas por Gujarati (2004: 348) para interpretar los valores del
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indice de condicién son dos. Si el IC estd entre 10 y 30, existe
multicolinealidad entre moderada a fuerte. Si el IC excede de 30, existe
multicolinealidad severa.

4. Tratamiento de la multicolinealidad

S5

AN

Tal como se ha insistido largamente aqui el problema de multicolinealidad es
de grados. Por lo que las medidas que aqui se proponen deben tomarse
siempre y cuando la severidad del problema sea tan importante como para que
una o varias variables del modelo de regresion se presenten como
estadisticamente no significativas.

= En el caso de que exista multicolinealidad en un grado leve, perfectamente
puede continuarse el trabajo de andlisis sin adoptar medidas remediales.

Si se trata de un problema de multicolinealidad casi perfecta o perfecta, es
razonable pensar que ésta se debe a la incorporacion de dos regresores que
miden el mismo concepto pero de forma alternativa.

= En tal caso, se sugiere revisar el proceso de operacionalizacion de los
conceptos y suprimir la redundancia hallada.

En presencia de multicolinealidad, una medida remedial bastante l6gica puede
ser quitar del modelo aquella variable con mas alto VIF ( o mas baja tolerancia).

Dado que una de las razones por las que aparece multicolinealidad se debe a
los términos cuadraticos o cubicos incluidos innecesariamente en el modelo,

una medida remedial razonable consiste en quitar tales términos del modelo.

La medida remedial mas apropiada es substituir la o las variables
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correlacionadas por un indice que resume la informacién provista por cada una
de ellas.

- En ocasiones, las variables incluidas muy correlacionadas estan indicando un
concepto mas abstracto que el que se supone hace independientemente
cada una de las variables.

=) Por ejemplo, en un andlisis hecho con paises o regiones, las variables
incluidas como independientes tales como alfabetizaciéon, urbanizacion,
empleo en el sector servicios, razén de teléfonos por habitante, mortalidad
infantil pueden presentar fuerte multicolinealidad porque representan
conjuntamente el concepto mds abstracto de “modernizacién”.

e En tal caso, se procede a computar un indice mediante alguna técnica, desde
la mas simple, como ser un indice sumatorio simple hasta uno mas
sofisticado como ser un indice calculado sobre la base de un analisis
factorial.

=) Lo mds apropiado es utilizar el andlisis factorial para extraer los factores
subyacentes en el caso de que la multicolinealidad sea severa.
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SUPUESTO PRUEBA VIOLACION CONSECUENCIAS TRATAMIENTOS

Ausencia de 1) el SPSS 1) colinealidad |Mualtiples hiperplanos de|1) revisar la especificaciéon del modelo
multi- detienelos  [perfecta entre dos|regresiéon se pueden|(en general esto resulta de un error en
colinealidad calculos; no  [predictores (R’yy=1).|lajustar a Ia s|lasvariables)

Cov (X, X, ) =0

hay ajuste
posible del
modelo

2) matriz de
correlaciones

3) Indicador
de
Tolerancia:

T=1-R?

4) VIF

5) Anélisis
factorial

2) uno de los
predictores es una
funcién perfecta de
los restantes
predictores

2) uno (o varios) de
los predictores es
una funcién de los
restantes predictores
con un R?*alto (70%

0 mas por ejemplo)

3) existen
moderadas
correlaciones
(bivariadas) entre
alguno de los
regresores

observaciones. La

estimacion se para.

No se introducen sesgos
en los coeficientes, pero
se afectan sus varianzas
(son coeficientes
ineficientes)

No se introducen sesgos
en los coeficientes.

Se afectan levemente sus
varianzas (son
coeficientes ineficientes)

Ajustar un modelo dividiendo todas las
variables entre uno de los predictores
(que no sea correlacionado). Cortés &
Rubalcaba (1983).

1) No haga nada (Green 1999).

2) elimine uno de los regresores mas
correlacionados

3) Sustituya los regresores
correlacionados por un indice

4) Haga un andlisis factorial (Cortés
1987)

5) Considere una re-especificacion del
modelo con interacciones




